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PRINCIPY STATISTICKE INFERENCE

identifikace zavisle proménné

— typ (spojita, kategorialni, predpoklad rozdeleni ...)
identifikace kontextu / hypotezy

— rozdily ve skupinach = zavislost na prislusnosti ke skupine?

— zavislost na hodnote jiné promenné? jakého typu je?

— zavislost na Case? opa

Identifikace parametru/

kovana méreni? ...

orincipu

— parametr polohy? rozptylu? kovariance (nezavislost)?

vyber vhodné techniky



rozdéleni

populaéni parametr
(o ¢em je hypotéza)

jeden vybér

vybér dvojic

dva nezavislé vybéry

(tfidéni na dvé kategorie /
zavislost na binarni proménng)
k nezdvislych vybeér(

(zavislost na kategorialni
promenng)

zavislost na spojité proménné

opakovana méfeni

PREHLED TESTU

normalni

populacni priimér

jednovybeérovy t-test

parovy t-test

dvouvybérovy t-test

analyza rozptylu
(jednoduché tfidéni, F-test)

linedrni regrese

smiSena linearni regrese
(mixed models)

spojité

populaéni median
(distribuéni funkce)

jednovybérovy Wilcoxondv test
znamenkovy test

parovy Wilcoxon(lv test
znaménkovy test

Mann-Whitney
(dvouvybérovy Wilcoxon)
Kolmogorov-Smirnov

Kruskal-Wallis

zobecnéna linearni regrese
(specialni pfipady)

jadrova regrese (kernel smoothing)

alternativni | diskrétni

pravdépodobnost jevu /
(ne)zavislost | pomér Sanci

test proporci

McNemar(v test

Fisher(v exaktni test
y2-test

Fisherlv exaktni test
x2-test

logisticka regrese
multinomialni logisticka regrese

smiSend zobecnéna linearni regrese



rozdéleni

populaéni parametr
(o ¢em je hypotéza)

jeden vybér

vybér dvojic

dva nezavislé vybery

(tfidéni na dvé kategorie /
zavislost na binarni proménng)
k nezdvislych vybeér(

(zavislost na kategorialni
promenng)

zavislost na spojité proménné

opakovana méfeni

PREHLED TESTU V R

normalni

populacni primér

t.test(x)

t.test(x,y, paired = T)

t.test(x,y)

Im(y~x)

Im(y~x)

Ime(y~x, random = ~1|ID)

spojité alternativni | diskrétni
populaéni median pravdépodobnost jevu /
(distribuéni funkce) (ne)zavislost | pomér Sanci

wilcox.test(x)

prop.test(x,n,p = 0.5) prop.test(x,n)

wilcox.test(x,y, paired = T) mcnemar .test(x,y)

fisher.test(x,y)

wilcox.test(x,y) chisq.test(X,y)

fisher.test(x,y)

kruskal.test(x, group) chisq.test(X,y)

glm(y~x, family=
binomial, gaussian, Gamma,
inverse.gaussian, poisson, glm(y~x, family=binomial)
quasi,...)
ksmooth(x,y, ...)

glmer (y~x+(1|ID), family=...)



PREHLED TESTU V R: Y ZAVISLA, X NEZAVISLA

rozdéleni normalni spojité alternativni | diskrétni
populaéni parametr opulagni primar populaéni median pravdépodobnost jevu /
(o ¢em je hypotéza) hop P (distribuéni funkce) (ne)zavislost | pomér Sanci

wilcox.test(y)

jeden vybér t.test(y) S tes (B 2 B.5) prop.test(k,n)
vybér dvojic t.test(yl,y2,paired = T) wilcox.test(yl,y2, paired = T) mcnemar . test(yl,y2)
dva nezavislé vybery fisher.test(x,y)

o e . . : isher.test(x,
(tthenl na dvg k,a'[(?QOI’IG/V , t.test(yl,y2) wilcox.test(y1,y2) Chisq.test(x,yy)
zavislost na binarni promenné)
k nezavislych vyber( fisher.test(x,y)

ot Qo isher.test(x,
(zawsvlost,na kategoridini Im(y~x) kruskal.test(y, x) chisq.test(x, yy)
promenne)

glm(y~x, family=
binomial, gaussian, Gamma,

zavislost na SpOjité proménné Im(y~x) inverse.gaussian, poisson, glm(y~x, family=binomial)

quasi,...)
ksmooth(x,y, ...)

opakovana méfeni 1me(y~x, random = ~1|ID) glmer (y~x+(1|ID), family=...)



JEDNOVYBEROVE TESTY

Modelovy priklad: vySka desetiletych chlapct v roce 1961
— 130, 140, 136, 141, 139, 133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147
- n, =136.1

e t-test umime z minula: roX—# _X NG

e znamenkovy test (sign test)

— kolik chlapct v roce 1961 je mensich nez populacni primér 19517

— pokud primér stejny, mélo by to byt pdl napdl, pokud vyssi, bude malych méné
- 130, 140, 136, 141, 139, 133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147

— totéZ jako udélat pro kazdého rozdil mezi jeho vyskou a pi;, a secist pocet minusti

- 5715=33%, p = 0.20 (jednostranna), nezamitame

— oproti t-testu hodné hrubé, ale zase nepotrebuje jiny predpoklad nez spojitost

— pokud je nékde 0, vyhodime méreni Uplné



JEDNOVYBEROVE TESTY

« Wilcoxonuv poradovy test (Wilcoxon signed rank test)
— predpoklad spojite a symetrické

— stejne jako u znaménkoveho: udelame rozdil mezi vySkou kazdého chlapce a p,,
ignorujeme nuly, zbude N, pozorovani

— pamatujeme si znaménko (sgn)
— sefadime si hodnoty vzestupné a nahradime je poradim
— tim prestane zélezet na rozdéleni jako takovém!!

Ny
— testova statistika
W= Z[sgn(mz—) - Ry
i=1

— rozdeleni poloha 0, kriticka hodnota v tabulkach / pocitac
— pro N. = 10 ma Z-skar priblizné normalni rozdéleni, pripadné Yatesova korekce

W \/ N, (N, + 1)(2N, +1)
2= —,0W — 6



PAROVE TESTY

» Mame dvojice provazanych pozorovani, jednotlivé dvojice na sobé
nezavislé
— vysSka otce a syna v dospelosti
- méfeni jednoho metabolitu dvéma rliznymi zpusoby
— mereni pred a po terapil
 Testujeme, zda se parametr polohy mereni ve dvojici lisi.

* Pouzijeme jednovybérovy test na rozdil ve dvoijici, testujeme, zda
je poloha rozdilu 0.

- t-test (primér rozdill je nula, normalni nemusi byt méfeni, staci rozdily)
— znaménkovy test (polovina rozdilt je zapornych)
— Wilcoxonuyv parovy test (median rozdill je 0)



DVOUVYBEROVE TESTY

» N, nezavislych pozorovani X, N, nezavislych pozorovani Y,

* vybéry jsou také navzajem nezavislé (zajisti zpusob pofizeni
dat)

 chceme

— vedet, zda X a Y maji stejné rozdeleni (ne nutné konkrétni)

— vedet, zda je jedno rozdeleni ,vetsi* nez druhé (tzv. stochasticky
dominantni, speciélni pripad je stejné s vySSim parametrem
polohy) nebo stejné

— ma za predpokladu normalniho rozdeleni se stejnym rozptylem
rliznou (nebo stejnou) stfedni hodnotu




DVOUVYBEROVE TESTY

 dvouvyberovy t-test
- predpoklad normalniho rozdeleni a stejneho rozptylu
— (pro velka N, a N, neni normalita tak podstatna)

— testujeme shodnost p, =

» spole¢ny odhad rozptylu (vaZeny primér odhadi
z jednotlivych vybéri)

» statistika (pro test hypotézy, Ze rozdéleni X a Y jsou stejnd)

X—-Y X—Y\/ nNx Ny

T: — — p—
S.E(X —Y) S \ nx+ny



DVOUVYBEROVE TESTY

* dvouvyberovy t-test

> Ho:pux = py |
zamitnout ve prospéch alternativy

> Hy:pux # py kdyZ [T| >ty iy 2(1 — /2)
» Hyi:pux > py kdyz T > tnx—l—ny—2(]- - Od)
> Hi:px <py kdyz T <ty 1ny2(a) = —taeyn,—2(1 — @)
[t.test(hosi,divky,var.equal=TRUE)] nebo
[t.test(vyska~Hoch,data=Vysky,var.equal=TRUE)]
» zamitame-li Hg, ¥ikdme, Ze rozdil vyb&rovych priméri je
(statisticky) vyznamny
» pochyby o shod& rozptyld: Welchiv test (modifikace t-testu)
[t.test(hosi,divky,var.equal=FALSE)] (pro ox # oy)
[t.test(hosi,divky)] resp. [t.test(vyska~Hoch)| (pro ox # oy)

» shodu rozptyll Ize ovéfit nap¥. F-testem (Ho : ox = 0oy)
[var.test(hosi,divky)]

» ovéFeni normality nutn& pro kazdy vyb&r zvlast!



DVOUVYBEROVE TESTY

» Wilcoxonuv dvouvybérovy test (Mann-Whitneyuv)

(sta&i spojité rozdéleni)

>

>

dva nezdvislé vybéry rozsahu nx, ny

spojitd rozdéleni

Hq: rozdéleni jsou stejna, tedy i popula¢ni mediany stejné
za Hg jsou vybéry ,,dobfe promichané”

uréime poradi v rdmci spojenych vybé&r(

kriticky obor: priimé&rnd poradi se pfilis lisi

Wy soulet pofadi hodnot X

~ Wx —nx(nx +ny +1)/2

/ =
\/any(nX + ny + 1)/12

shodu zamitni, pokud |Z| > z(1 — a/2) (p¥iblizny test)

citlivy vici posunuti, méné vi&i nestejné variabilité



DVOUVYBEROVE TESTY

* Kolmogorov-Smirnovuyv test

(stali spojité rozdéleni)

» porovna empirické distribuéni
funkce dvou nezavislych
vybéril

> urci jejich nejvétsi | svislou™
vzdalenost

» citlivy vidi vSem neshodam
(nejen co do populaéniho
priméru ¢i populaéniho
medianu)

» porovnani véku matek podle
planovaného téhotenstvi

» D =29 — 12 =0,2808
p=45% v&k matky




GOODNES-OF-FIT TESTY

 Kolmogorov-Smirnov je typ tzv. ,goodnes-of-fit* testu
» Jak dobre odpovidaji nase data néjakému jinemu typu dat?

— maji dve sady dat stejne rozdeleni? (tedy nejen tfeba polohu)

Normal Q-Q Plot

— maji data normalni rozdeleni?
— Shapiro-Wilkuyv test

0

Theoretical Quantiles

— Jsou pozorovane cetnosti stejné jako kdyby pochazely z nejakeho
konkrétniho diskrétniho rozdeleni? — y2-test



GOODNES-OF-FIT TESTY

y2-test

principem testu je porovnani vzdalenosti mezi pozorovanou hodnotou a ocekavanou
hodnotou

N/

(O -E)*
-3

O = observed, E = expected, nahore vzdalenost, dole ,méritko*

rozdéleni

ma 2 rozdeleni se stupni volnosti podle typu ulohy
priklady:

— test Hardy-Weinbergova ekvilibria

— porovnani dvou krivek prezivani

— test v kontingencni tabulce (probereme pozdej)



POROVNANI ViCE VYBERU

motiva&ni pfiklad pro analyzu rozptylu (jatra):

Cu

>
>
>
>

pét mist na ¥ece, vzdy vyloveno po 7 rybach

zjitovdna koncentrace mé&di v jitrech

liSi se tato mista svym znecist&nim?

logaritmovani na pravé strané stabilizuje rozptyl

2.5

2.0

1.5

1.0

Misto

0.5 —

log(Cu)

0.0 —

—-0.5 —




ANALYZA ROZPTYLU

analyza rozptylu jednoduchého t¥idéni (ANOVA)

> Yit, ..o, Yim ~ N(p1,0?) (prvni vyber, primér Yi,)
Yo1, ..., Yon, ~ N(pi2,0?) (druhy vybér, prim&r Yo,)

Yit, s Yen, ~ N(pk, 0?) (k-ty vyb&r, prim&r Yie)
nezavislé vybéry (shodné rozptyly, normalni rozdéleni)
Ho:pi=po=...=px (=p)  Hi:neplati Ho

rd o A4 e k
celkovy primér Y, celkovy rozsah n= > n;
rozklad souctu ctvercl

330 Te? = Y Vi~ T+ 33 (0

v v vy

=1 t=1 =1 t=1

(celkova variabilita) = (vanabilita mezi) + (variabilita uvnit¥)
St =54+ 5,
fr = fa+fe



ANALYZA ROZPTYLU

rozklad souctu Ctvercu
pfiklad jatra (celkovy primér yee = 0,36)

(celkova variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitr)

k n;
ZZ( it — °_ ” +ZZ(§/H: ro
i=1 t=1 i=1 i=1 t=1
)
0 9 8
0 | i— _________ e _i_
3 ° ‘%‘ ______________________________________________________________ _§_
0 _
~— 8 0 . ) _ - 8
(®)] O. ] 0 ~ . _--
S s 0 \_T_,
o)
)
0
OI _




ANALYZA ROZPTYLU

tabulka analyzy rozptylu

Ho zamitnout, je-li F4 =

variabilita | S f S/f | F | p

V),/bél’y SA fA = k—1 SA/fA FA PA
rezidudIni | Se | fe=n—k | S¢/fe

celkova ST fT —n-—1

» S — soucty Ctverct, jejich rozklad
» f — polty stupiili volnosti

» S/f — priimérné Etverce

» F — F-statistika

» p — p-hodnota



ANALYZA ROZPTYLU

priklad jatra

variab. S f S/f F p

mista | 1,796 | 4 | 0,4490 | 5,862 | 0,0013
rezid. | 2,285 | 30 | 0,0762

celk. 4,081 | 34

F = 5,862 > F430(0,95) = 2,690

na 5% hlading& jsme prokazali rozdil
[summary(aov(InCu~Misto,data=Med))]
nebo také
lanova(Im(InCu~Misto,data=Med))]



ANALYZA ROZPTYLU

ovéreni predpokladu

» nezavislost: dano organizaci (planem) pokusu
predpoklad nelze vynechat &i nahradit
» shoda rozptyli: (vyvazeny model je malo citlivy na neshodu
popula&nich rozptyli)
» Levenellv test
(vlastné jednoduché t¥idéni s | Y — med; Yi|)
p =648 % [leveneTest(InCu,Misto)]

» Bartlettav test

(citlivy na spln&ni pfedpokladu o normalnim rozdéleni)
p =453 % [bartlett.test(InCu,Misto)]

» normalni rozdéleni: (vyvaZzeny model je malo citlivy na
nenormalitu), test normality nutno uplatnit na rezidua
Yi— Yie (na v3ech n rezidui najednou) p=638%
[shapiro.test(resid(aov(InCu~Misto)))]
nebo [shapiro.test(resid(Im(InCu~Misto)))]



ANALYZA ROZPTYLU

varianty zapisu modelu AR jednoduchého t¥idéni

» model — idealizovana predstava o vzniku pozorované hodnoty

» méfeni = droven + ndahodnd ,chyba”
méreni = systematicka slozka + ndahodna slozka

Yie = pi+ Ei 1<t<n, 1<i<k
= u+ (puji—p)+ Ep E;; nezavislé
= pt+ai+ Ep EirNN(Oaaz)

» reparametrizace («; — efekty faktoru A):

k
>0
i=1

» pro k =2 je F4 = T? (vztah s dvouvyb&rovym t-testem)



ANALYZA ROZPTYLU

mnohondsobna srovnani

(Tukeylv test, Kramerova verze, HSD — honest significance test)

» nutnost zachovat zvolenou hladinu testu i p¥i sou¢asném
rozhodovdni o ¥ad& hypotéz

(napt. Ze p1 = p2, p1=p3, p2 =p3, -..)
» které dvojice tUrovni faktoru (st¥. hodnoty pu; resp. efekty «;)

se lisi?
_ _ S2 /1 1
Yie — Yid| > (1 — i e
Y J |_qk,n Kk ( OZ)\/Q (ni+nj)

kde gk n—k(1 — ) je tabelovand kritickd hodnota

fo n— k

2 S LN(Yi— Vi)



priklad jatra

ANALYZA ROZPTYLU

misto | pocet | primér | efekt sSmér.
odchylka

A I 0,568 | 0,206 0,312

B I 0,484 | 0,121 0,279

C 7 0,495 | 0,133 0,318

D 7 | -0,063 | -0,426 0,290

E I 0,329 | -0,034 0,144
celkem 35 0,363 | 0,000 0,104

1 1

0,0762
q5,3o(0,95)\/ : > <? — ?) — 4.10- 0,104 = 0,428

—0,063 + 0,428 = 0,365 = na 5% hladin& se mista D s nejmen3im
primérem [isi v8echna mista s priméry aspoi 0,365, tedy mista A,
B, C, nikoliv E

[TukeyHSD(aov(InCu~Misto,data=Med))]



ANALYZA ROZPTYLU

priklad jatra
funkce [TukeyHSD(aov(InCu~Misto,data=Med))]
da tabulku porovnani vech dvojic
funkce [plot(TukeyHSD(aov(InCu~Misto,data=Med)))]
graficky znazorni porovnani vSech dvojic
pomoci knihovny Rcmdr dostaneme také graf

95% family-wise confidence level

3\
]

{
\

.
&

A1
/

L
\

L

O
I

>
|

e

~

m
I

>
|

—~—L

T

o
I

o
I

~L

- -4 -F----1--}F

)
[
(@]
l

~L

~L

——

~

e

Linear Function




ANALYZA ROZPTYLU

Kruskaluv-Wallisuv text

(neparametricky test)

» zobecnéni dvouvybérového Wilcoxonova testu
(pouZije opét pofadi misto plvodnich hodnot)
» predpoklady:
» k nezavislych vybérli
» spojita rozdéleni
» Ho: rozdéleni jsou stejnd (tedy i medidny jsou stejné)

» T, - soulet poradi v i-tém vybéru

k 2

12 T
Q:m;——:’)(n—{—l)

Ho se zamitd p¥i Q@ > x7_,(1— «)
(velka variabilita primérnych pofadi)



ANALYZA ROZPTYLU

rd 4

priklad kojeni — vék matek podle vzdélani

o
o)
g o (@] © I
O O I
- T |
I
S o :
& [
> |
=
0 _| | i
N | I
I —|—
[}
I
o
N — : —_—
_—
I I |
zakladni maturita VS
vzdeée lani

je patrna

nesymetrie, zejména

u zakladniho vzdélani




ANALYZA ROZPTYLU

priklad kojeni — vék matek podle vzdélani

vzdélani | n; | primérny | stfedni | soucet | primérné
vék | chyba | poradi poradi

zakladni | 34 23,412 | 0,638 1025 30,15
maturita | 47 26,278 | 0,543 | 2618 55,70
VS | 18 | 28500 | 0,877 | 1307 72,61

celk. | 99 25,697 4950 50,00

Q@

12 (/10252 N 26187 N 13072
~99-100 \ 34 47 18

\3(0,05) =5,99  p < 0,0001

) —3-100 = 29,25

[kruskal.test(vek.m~Vzdelani,data=Kojeni)]
(pfesné;jsi hodnoceni pfihlizi ke shodam p¥i uréovani poradi)



DEKUJI ZA POZORNOST

Wwww.blostatisticka.cz
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