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ANALYZA ROZPTYLU

analyza rozptylu jednoduchého t¥idéni (ANOVA)

> Yit, ..o, Yim ~ N(p1,0?) (prvni vyber, primér Yi,)
Yo1, ..., Yon, ~ N(pi2,0?) (druhy vybér, prim&r Yo,)

Yit, s Yen, ~ N(pk, 0?) (k-ty vyb&r, prim&r Yie)
nezavislé vybéry (shodné rozptyly, normalni rozdéleni)
Ho:pi=po=...=px (=p)  Hi:neplati Ho

rd o A4 e k
celkovy primér Y, celkovy rozsah n= > n;
rozklad souctu ctvercl

330 Te? = Y Vi~ T+ 33 (0

v v vy

=1 t=1 =1 t=1

(celkova variabilita) = (vanabilita mezi) + (variabilita uvnit¥)
St =54+ 5,
fr = fa+fe



ANALYZA ROZPTYLU

(celkova variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnit¥)

k n; k k n;
ZZ(YH — \_/00)2 — Z ni(\—/fo — V..)2 + Z Z(\/;t — \_/!..)2
=1 t=1 =1 =1 t=1
Ho zamitnout, je-li Ffp = ———— > FfA’fe(]. — Of)
% 8
5 g‘.__._"_.'_ff.'__‘._‘_.‘__fjr::.i_‘._'_T_‘_Ti_ffi':f ___________________________________________
S S 0 s




ANALYZA ROZPTYLU

varianty zapisu modelu AR jednoduchého t¥idéni

» model — idealizovana predstava o vzniku pozorované hodnoty

» méfeni = droven + ndahodnd ,chyba”

méfeni = +
Yii = + 1<t<n, 1<i<k
= u+ (puji—p)+ Ep E;; nezavislé
= p+oit Eir ~ N(0,0?)

» reparametrizace («; — efekty faktoru A):

k
>0
i=1

» pro k =2 je F4 = T? (vztah s dvouvyb&rovym t-testem)



REGRESE - HISTORICKY EXKURZ

tendence (navrat) k pramérnosti
F. Galton (1886) vySetfoval dédi¢nost vysky postavy

uvazujme otce, jejichz vyska je rovna priimérné vysSce generace
vS8ech otcl; primérnd vyska synl otcl této vysky bude rovna
primé&rné vysce vSech synii

uvazujme otce o 10 cm vysSi, neZ je primérnd vyska generace
otcl: primérna vyska synl téchto otcli bude jen asi 0 5 cm
vysSi, nez primérnd vyska generace synl

uvazujme otce o 10 cm niZsi, nez je primérna vyska generace
otcl: primérnd vyska synl téchto otcli bude jen o asi 5 cm
nizsi, nez primérna vyska generace syni

primérné vysky syni nereprodukuji celou odchylku vysky otce
od priméru, je tu ndvrat k priméru (regrese)



REGRESE - HISTORICKY EXKURZ

Zavislost vysky syna na vysce otce

vySky v ang. palcich, Galtonova data, ke kazdému otci ndhodné vybran jeden z jeho synil
prolozena p¥imka: y = 35,4 + 0,5x, pro porovnani Sedivé pfimka s jednotkovou smérnici

syn

60 65 70 75 80

otec



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

data Policie, zkoumame zavislost procenta tuku na vysce postavy

Vztah % tuku na vysce

o
30 - °
[ ]
o
.. Y
[ ]
52 ° ¢
-;'20 ®
_g ° o 0 o
= e
g ° .
o ¢ o ° s ° ¢
o S o’
10 P
..
o
[ ]
°, o ® .
o
o ® ()
170 180 190

vyska [cm]



LINEARNI REGRESE - MODEL

regresni primka

» predpokladana zdvislost stfedni hodnoty Y na nendhodné x:

Y = + + Lj, E;j ~ N(Oa 02)

> Y= (Bo + B1xi)+ (Ei)
» k danym xq,...,x, zjistime Y7,...,Y,
» predpoklady:

» nezavisla pozorovani Yi,..., Y, (tedy také E,..., E,)

» stejny rozptyl o2

» normalni rozdéleni E4,. .., E, (potfebné aZ pro testy,

normalitu nelze ové&Fovat testovanim pfimo Yi,...,Y,!)

» neznamé populaéni parametry (3, 31 odhadujeme metodou

nejmensich ¢tvercu:
n

minimalizovat pres fo, 81 wraz > (Vi — fo — f1xi)’
i=1
» odhady oznaéime bg, by



LINEARNI REGRESE - CTVERCE

Metoda nejmensich Ctvercu

pfimka vedend tfemi &ervenymi body [x;, Yi]

y

y=b0+b1 X

1
[xi:\?i]

soucet ctvercu = 1.5

[, Yi]




LINEARNI REGRESE - CTVERCE

metoda nejmensich Ctvercl

odhadovana zavislost:
odhad zavislosti:

I-td vyrovnand hodnota:
I-té reziduum:
celkova plocha Ctverci:

~
[V

L0
—

1.0

0.5

0.0

y =00+ B1-x
y =bo+ by -x
Y; = by + by - x;
Ui =Yi—Y,

Se = Z?:l Uiz




LINEARNI REGRESE - ODHADY

b1 — odhad smérnice 31

> by = (bo + bl(X + 1)) — (bo + blx)

v v v Y

— odhad zmény stfedni hodnoty zavisle proménné Y
pfi jednotkové zméné nezdvisle proménné x

i-té reziduum U; = Y; — Y; = Y; — (bo + b1xi)
= Vi +
( )=( )+( )
rezidualni soucet Etverch (nevysvétlend variabilita):
Se=(Yi= V2= 3 (Yi — by — bixi)> = > U7
i=1 i=1 i=1

rezidudlni rozptyl (odhad rozptylu o?)




LINEARNI REGRESE - ODHADY

prokazovani zavislosti

» modelujeme zdvislost EY na x pomoci EY = (g + (B1x
» nezavislost y = By + B1x na x znamena 31 =0

» hypotézu Hg : 81 = 0 testujeme pomoci statistiky

b1

"= SE )

> hypotézu zamitdme, je-li |T| > t,—2(1 — a/2)
tj. je-li pfislusnd p-hodnota < «

» pokud Hg zamitneme, Fikdme, na hlading a je zavislost
prukazna



LINEARNI REGRESE - INTERPRETACE

koeficient determinace

» podil variability Y vysvétlené uvaZovanou zdvislosti
(jakou &3st variability Y se podaf¥ilo zavislosti na x vysvétlit)

>
R2 _ variabilita B S(Yi - Y)?
~ variabilita (Y= Y)2
1 variabilita _q1_ S(Y; — V)3
B variabilita B S(Yi — Y)?
— _ Se
>(Yi—Y)?

> R? je bezrozmé&rné &islo, asto vyjadieno v procentech

» R? ukazuje, zda ma smysl predpovidat pomoci regrese

> v pripadé regresni p¥imky je R? = riy,



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

data Policie, zkoumame zavislost procenta tuku na vysce postavy

Vztah % tuku na vysce
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LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

priklad zavislost procenta tuku na vysce

data: Policie

regresor bi | S-E.(b)) t p
abs. &len | -53,870 | 24,657 | —2,185 | 0,0338
height 0,379 0,138 | 2,742 | 0,0086

> predpovéd: Y; = —53,870 + 0,379 - x;
» fat= — 53,870 + 0,379 - height

» zdavislost procenta tuku na vy3ce je na 5% hladin& prukazng,
nebot p = 0,86 %

» na kazdy centimetr vysky v priméru p¥ibude 0,379
procentniho bodu tuku

> [summary(Im(fat~height))]



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

data Policie, zkoumame zavislost procenta tuku na vysce postavy

Vztah % tuku na vysce

30 A [

N
o
1

podil tuku [%]

—_
o
1

170 180 190
vyska [cm]



LINEARNI REGRESE - INTERPRETACE

tabulka analyzy rozptylu

varia- soucet | st. pram. F p
bilita | ¢tverch | vol. | &tverec

362,54 1| 362,54 | 7,519 |/0,0086
231441 | 48 48,22

2676,95 | 49 | (54,63)

s2 = 48,22
g 362,54 2314.41
2 ) )
2676,95 2676,95 0,135

» zavislosti na vysce jsme vysvétlili jen 13,5 % variability
procenta tuku
» [anova(Im(fat~height))]



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD V R

fit<-(lm(fat~height,data=Policie))

> summary(fit)

Call:
Im(formula = fat ~ height, data = Policie)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-12.0187 -5.0696 -0.8255 4.5207 18.1297
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) -53.8700 24.6571 -2.185 0.03382 *
height 0.3789 0.1382 2.742 0.00855 **
Signif. codes: 0O ‘***’ @.001 ‘**" 0.01 ‘*" 0.05 ‘.

1

4 0.1 1

Residual standard error: 6.944 on 48 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.1354,

F-statistic: 7.519 on 1 and 48 DF,

Adjusted R-squared:

p-value:

0.1174

0.008554

> anova(fit)

Analysis of Variance Table

Response: fat
Df Sum Sq
height 1 362.54 362.54
* %
Residuals 48 2314.41 48.22

’

Mean Sq F value

Pr(>F)

7.519 0.008554



MNOHONASOBNA LINEARNI REGRESE

zavislost na dvou (nebo vice) nezdvisle proménnych
pozorovani (xi,vi, Y1),..., (Xn, Va, Yn)

predstava (model)

Yi = Bo + Bixi + Bavi +E;
E Y

stfedni hodnota Y; (tj. systematicka, nendhodnd sloZka Y;)
vysvétlena pomoci x;, v; jako 8o + S1x; + PBav;

Ei,...,E, (také Y1,...,Y},) jsou nezdvislé nahodné veli¢iny
E; ~ N(O, 02) (normalni rozdéleni se stejnym rozptylem)
bg, b1, bo — odhady parametri Sy, (1, 32



MNOHONASOBNA LINEARNI REGRESE

Interpretace

» by — odhad zmény stfedni hodnoty Y pfi jednotkové zméné x
a nezménéné hodnoté v

» b, — odhad zmény stfedni hodnoty Y p¥i jednotkové zméné v
a nezménéné hodnoté x

» U; — reziduum
U =Y, —Y;i=Y;— (by+ bix; + bpv;)

» rozklad variability St = Sg + Se



MNOHONASOBNA LINEARNI REGRESE

» koeficient determinace R?
podil celkové variability, ktery se podaf¥ilo vysvétlit zavislosti Y
na x a v (jakou &ast variability Y se poda¥ilo vysvétlit)

R? =" —-1->-°
St St
» Hy: S1=06,=0 (chovani Y nezavisi ani na x ani na v)
/2
F = > Fops(l—
fin—3) = Feralt =)

» p-hodnota tohoto testu byvd uvddéna spolu s R?



MNOHONASOBNA LINEARNI REGRESE

testy o prinosu jednotlivych regresoru

> model  y = fo+ Pix+ fav
> HO : 52 =0
k vysvétleni chovani Y stadi x, tj. y = (g + f1x

b
T, = S.E.Ebz)’ zamitat pro |T| > t,—3(1 — «/2)
> Ho : )81 =0
k vysvétleni chovani Y stadi v, tj. y = Bg + Bov
T, = by zamitat pro |T1| > t,—3(1 — a/2)
1 — SE(bl)v p 1| = th—3

» Hp : 8o = 0 zpravidla nema redlny smysl



prik

LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

ad: zavislost procenta tuku na vySce a vaze

data: Policie

>

regresor b; | S.E.(b)) t p
abs. &len | 11,327 | 16,682 | 0,679 0,5005
height | —0,262 0,110 | -2,376 0,0216
weight | 0,624 | 0,0690 | 9,050 | <0,0001

[summary(Im(fat~height+weight))]

» pri stejné vysce olekdavame na kazdy kg hmotnosti o 0,6

proc. bodu vice tuku

u muzd, ktefi se lisi vySkou o 10 cm a maji stejnou
hmotnost olekdvame, Ze ti vy38i maji v priméru o 2,6 proc.
bodu méné tuku

na 5% hladin& nelze vylou&it vysku, priikazn& pFispiva

k vysvétleni pomoci vahy

na 1% hlading nelze vyloudit vahu, prikazné& pfispiva

k vysvétleni pomoci vysky



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

data Policie, zavislost procenta tuku na vysce a hmotnosti

Vztah % tuku na hmotnosti

30 A o

podil tuku [%]

55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
hmotnost [kg]



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

data Policie, zavislost procenta tuku na vysce a hmotnosti

Tuk v zavislosti na vysce a hmotnosti Tuk v zavislosti na vysce a hmotnosti

le}
le}

height weight



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD

tabulka analyzy rozptylu

(F-statistika je v summary(), v commanderu nutno zvolit typ | a p¥finosy regresort selist)

variabilita | sou€. ¢tv, | st. vol. | priim. &tv. F p

regrese 1833,11 2 916,55 | 51,050 | <0,001
rezid. 843,85 47 17,95
celk. 2676,95 49 (54,63)

R? = 1833,11/2676,95 = 1 — 843,85/2676,95 = 0,685

» zavislosti na vySce a vaze jsme vysvétlili |68,5 % Ivariability
procenta tuku

» 52 =17,95

» na kazdé rozumné hladiné zamitdme hypotézu, podle které
procento tuku nezavisi ani na vysce ani na vdze



LINEARNI REGRESE - PRIKLAD V R

Call: > anova(fit)
Im(formula = fat ~ height + weight, data = Policie) Analysis of Variance Table
Residuals: Response: fat
Min 1Q Median 3Q Max Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
-8.657 -2.920 0.067 2.559 11.478 height 1 362.54 362.54 20.193 4.552e-05 ***
weight 1 1470.56 1470.56 81.906 7.243e-12 ***

Coefficients: Residuals 47 843.85 17.95
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)

(Intercept) 11.3273  16.6818 0.679 0.5005

height -0.2615 0.1101 -2.376 0.0216 *

weight 0.6244 0.0690 9.050 7.24e-12 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ @.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘." 0.1 ‘'
1

Residual standard error: 4.237 on 47 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6848, Adjusted R-squared: 0.6714

F-statistic: 51.05 on 2 and 47 DF, p-value: 1.651e-12



LINEARNI REGRESE - DIAGNOSTIKA

regresni diagnostika
zda byly splnény pfedpoklady

a) zvolili jsme spravné tvar zavislosti?
b) je rozptyl viude stejny?

c) je pfimé&Frené splnén predpoklad o normalnim
rozdéleni?

d) jsou opravdu pozorovani nezavisla?
problém &asto tam, kde piisobi &as

» k odstranéni problémi s body a), b), c) asto pomiZe
transformace, nap¥. logaritmovani zdvisle proménné

» [plot(Im(fat~height-+weight))]



DEKUJI ZA POZORNOST
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